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Zagaenje voda stvara tako ozbiljne probleme da prime-
na standardnih inženjerskih metoda u projektima zaštite 
životne sredine više nije opravdana. Ovakvi projekti 
zahtevaju primenu novih alata i metoda baziranih na 
numerikim modelima. U ovom radu je prikazan rezultat 
simulacije kvaliteta vode na primeru ukarikog zaliva 
na reci Savi u Beogradu. Primena mera iji je cilj 
poboljšanje kvaliteta vode, kao što je ispiranje zaliva, 
ispitana je pomou modela ravanskog teenja baziranog 
na metodi konanih elemenata. Sagledavanjem uticaja 
predloženih mera mogue je dati odgovarajue prepo-
ruke investitorima i izvoaima radova. 
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Ovaj rad je inspirisan konkretnim problemom iz prakse. 
Kao što je poznato, pregraivanjem ukarikog rukavca 
1967. godine, formirano je Savsko jezero površine 86 
ha. Nizvodni kraj nekadašnjeg rukavca, ukariki zaliv, 
ostao je otvoren prema reci Savi. Ovaj zaliv se koristi u 
sportsko-rekreativne i komercijalne svrhe i veim delom 
pripada zoni neposredne zaštite izvorišta Beogradskog 
vodovoda. 
 
Voda ukarikog zaliva je izložena dugogodišnjem 
zagaenju i spada u vode najnižeg kvaliteta na teritoriji 
grada Beograda. Kvalitet vode je naroito nepovoljan 
tokom letnjeg perioda kada se kao produkt raspadanja 
organske materije, oslobaaju gasovi neprijatnog mirisa. 
U okolini Zaliva su locirani brojni zagaivai. 
Najznaajniji zagaivai su Topiderska reka i kanali-
zacioni ispust na ušu ove reke u Zaliv. 
U nastavku su nabrojane mere za smanjenje zagaenja, 
opisan je nain rešavanja ovog problema i uticaj predlo-
ženih mera na kvalitet vode u Zalivu. 
 
2. MERE ZA POBOLJŠANJE KVALITETA VODE 
U ZALIVU 
 
Mere, ijom primenom se može poboljšati kvalitet vode 
u Zalivu su: 
 
• preišavanje otpadnih voda koje dospevaju 
Topiderskom rekom 
• preišavanje otpadnih voda koje dospevaju 
direktno u Zaliv 
• išenje dna Zaliva i tretiranje zagaenog mulja 
• ispiranje Zaliva vodom iz Savskog jezera 
 
Iako bi se primenom svih navedenih mera dobili najbolji 
rezultati, poslednja mera je najekonominija jer se može 
odmah primeniti. Naime, za potrebe izazivanja veštake 
cirkulacije u Savskom jezeru instalirane su dve pumpe 
ukupnog kapaciteta 1.5 m3/s (1 m3/s + 0.5 m3/s). Pošto 
do sada nisu korišene, predloženo je da se one upotrebe 
za popravljanje kvaliteta vode u Zalivu. 
 
3.  NUMERIKI MODEL 
 
3.1 Model za proraun hidrodinamikih veliina 
 
Za potrebe modeliranja kvaliteta vode ukarikog 
zaliva je primenjen model ravanskog teenja. Jednaine 
matematikog modela ravanskog teenja su prikazane u 
[7]. Prostorno teenje se opisuje Rejnoldsovim jedna-
inama koje ine jednaina održanja mase i jednaine 
održanja koliine kretanja u tri koordinatna pravca. 
Osrednjavanjem ovih jednaina po dubini, dobija se 
[4], [7]: 
Modeliranje kvaliteta vode u zalivu primenom modela ravanskog teenja Budo Zindovi i saradnici 
92 VODOPRIVREDA   0350-0519,  39 (2007)   225-227   p. 91-96
0
h u v h h
h u v
t x y x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =












u u u h u u
h hu hv E E
t x y x y




∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ +

















v v v h v v
h hu hv E E
t x y x y




∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + − + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ +









      (3) 
gde su: 
(x, y, t) - prostorne koordinate i vreme, 
(h, u, v) - dubina i komponente brzine po dubini osred-
njene, 
zd - kota dna renog korita, 
E - tenzor turbulentne viskoznosti, 
n - koeficijent  rapavosti po Maningu, 
ρ - gustina vode, 
g – gravitaciono ubrzanje. 
 
Vrednosti parametara modela - hrapavosti i turbulentne 
viskoznosti, odreuju se kalibracijom modela. Ako se 
pretpostavi izotropnost turbulencije, koeficijenti turbu-
lentne viskoznosti imaju istu vrednost u svim koordi-
natnim pravcima, pa ovaj parametar postaje skalarna 
veliina (E). 
 
Rešenje sistema parcijalnih diferencijalnih jednaina (1) 
- (3) definiše strujno polje u horizontalnoj ravni, u nizu 
taaka raunske mreže koja ,,pokriva'' razmatranu 
oblast. Rešavanje iziskuje zadavanje poetnih uslova 
(dubina i brzina) po celoj raunskog oblasti, kao i uslo-
va na granicama ove oblasti - protoka na uzvodnoj gra-
nici i odgovarajue kote nivoa na nizvodnoj granici. 
 
Numeriki model ravanskog strujanja zasniva se na 
nekoj od metoda konanih razlika, konanih zapremina 
ili konanih elemenata [4], [7]. U ovom  radu je ko-
rišena metoda konanih elemenata, implementirana u 
komercijalnom softverskom paketu RMA2 [1]. Prime-
njeni su trougaoni i etvorougaoni elementi sa kvadrat-
nim interpolacionim funkcijama za brzine, odnosno 
linearnim funkcijama za dubine. 
3. 2 Model transporta zagaenja 
 
Za analizu kvaliteta u zalivu, korišen je model zasno-
van na konvekciono-difuzionoj jednaini: 
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gde su: 
C - koncentracija zagaenja osrednjena po dubini, 
(u, v) - komponente brzine u pravcima (x, y), 
(Dx, Dy) - koeficijenti disperzije u pravcima (x, y), 
k - koeficijent razgradnje materije (zagaenja). 
 
Jednaina (4) je izvedena pod pretpostavkom da je koncen-
tracija zagaenja ravnomerna po dubini. Za rešavanje ove 
jednaine može se primeniti metoda konanih razlika, 
konanih zapremina ili konanih elemenata. U ovom radu je 
primenjena metoda konanih elemenata implementirana u 
komercijalnom modelu RMA 4 [2]. 
 
3.3 Ulazni podaci 
 
Da bi sistem jednaina (1) - (4) bio rešiv, potrebno je 
zadati vrednosti zavisnih promenljivih na granicama i 
odrediti vrednosti parametara modela. 
 
Granini uslovi. Kod modela ravanskog teenja je pot-
rebno zadati vrednosti zavisnih promenljivih na grani-
cama raunske oblasti: na uzvodnoj se zadaje protok i 
koncentracija zagaenja, a na nizvodnoj kota nivoa. U 
Tabelama (1) i (2) su prikazane vrednosti veliina za-
datih na granicama za razliite hidrološke uslove reke 
Save i Topiderske reke. 
 







1 6469 74.01 
50 1568 71.37 
99 209 69.50 
 







0.1 QSR 0.043 
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Procenjena koncentracija zagaenja koje dotie Topi-
derskom rekom iznosi 1000 mg/L [5]. Za vodu koja 
dotie rekom Savom je pretpostavljeno da je nezaga-
ena. Na taj nain je analiziran iskljuivo uticaj Topi-
derske reke na zagaenje ukarkog zaliva. Izbor kon-
centracije nije od kljunog znaaja, jer se rezultati daju 
u relativnom obliku - procentualno u odnosu na ulaznu 
koncentraciju. U nedostatku pouzdanih podataka, po-
etni uslov za proraun kvaliteta je zasnovan na pret-
postavci da je voda u Zalivu u poetnom trenutku 
nezagaena. 
 
Pri ispitivanju uticaja ispiranja zaliva, raunskim vari-
jantama je obuhvaen opseg protoka pumpi od 1.5 do 
4.0 m3/s. Budui da efekat rada pumpi zavisi od hidro-
loško-hidraulikih uslova, ispitana je efikasnost ispiranja 
pri razliitim protocima reke Save. 
 
Parametri modela.  Postupak kalibracije numerikog 
modela je prikazan u drugom radu autora ovog rada [6]. 
 
4. ANALIZA REZULTATA 
 
4.1 Kvalitet vode za postojee stanje 
 
Na Slici 1 je dat uporedni prikaz koncentracija zagae-
nja za postojee stanje. Prikazani rezultati omoguavaju 
kvalitativnu procenu posledica ispuštanja nekog zagae-
nja u ukariki zaliv pri odreenim hidrološkim 
uslovima. 
 
Raspored koncentracije pokazuje da veim protocima 
reke Save odgovaraju manje koncentracije zagaenja, 
što je posledica veeg razblaženja. U periodima srednjih 
i velikih voda Save, koncentracija se kree izmeu 30% 
i 40% od zagaenja koje unosi Topiderska reka. U 
periodu malih voda Save, u Zalivu se zadrži oko 25% 
zagaenja. Ovaj rezultat može, na prvi pogled, da za-
vara, ali ako se pretpostavi da se u Topidersku reku 
ubacuje ista masa zagaenja u jedinici vremena, onda e 
u malovodnom periodu koncentracija zagaenja u 
Zalivu biti za oko 80% vea od odgovarajue koncen-
tracije u periodu srednjih voda. 
 
Ako se pogleda raspored koncentracije po Zalivu, 
uoava se da je zona uša Topiderske reke je najza-
gaenija sa koncentracijama od oko 60%. Budui da je 
to zona u kojoj se formira sprud, problem se usložnjava 
jer se problem zagaenja vezuje za nanos, što kom-
plikuje proces išenja. 
 
4.2 Efekti upuštanja vode iz Savskog jezera 
 
U taki 2 su nabrojane mere za poboljšanje kvaliteta vode. 
Iako bi se primenom svih navedenih mera dobili najbolji 
rezultati, poslednja mera je najekonominija i može se 
odmah primeniti. Naime, za potrebe izazivanja veštake 
cirkulacije u Savskom jezeru instalirane su dve pumpe 
ukupnog kapaciteta 1.5 m3/s (1 m3/s + 0.5 m3/s). Pošto do 
sada nisu korišene, predloženo je da se one upotrebe za 
popravljanje kvaliteta vode u Zalivu. 
 
U Tabeli 3 i na Slici 2 je dat uporedni prikaz rezultata 
ispiranja pri razliitim protocima reke Save. 
Najpovoljniji efekat rada pumpi se uoava u malo-
vodnom periodu, kada koncentracije celom dužinom 
Zaliva ne prelaze 10%, osim u zoni uša Topiderske 
reke gde se poveavaju do 20%. To znai da se u 
periodu malih voda Save ispiranjem Zaliva pomou 
postojeih pumpi, koncentracija zagaenja može svesti 
na samo 10% koncentracije ukupnog zagaenja koje 
dospeva Topiderskom rekom. 
 
Povoljni efekti su u izvesnoj meri prisutni i u periodu 
srednjih i velikih voda. Tada se koncentracije kreu 
izmeu 20% i 30%, dok samo u zoni uša Topiderske 
reke pelaze 35%. 
 
Tabela 3. Najvea i najmanja koncentracija zagaenja u 







209 3 32 
1568 14 48 
6469 16 51 
 
Iz ovih rezultata se može zakljuiti da se ispiranjem 
Zaliva najbolji efekat postiže u periodu malih protoka 
reke Save. 
 
4.3 Uticaj kapaciteta pumpi na kvalitet vode u Zalivu 
 
Sadašnji kapacitet pumpi od 1.5 m3/s je poslužio kao 
osnova za sprovedenu analizu. Pri ispitivanju uticaja 
rada pumpi, analiziran je kapacitet pumpne stanice u 
opsegu od 1.5 m3/s do 4 m3/s. Sve varijante su ispitivane 
pri prosenim protocima reke Save i Topiderske reke. 
 
Na Slici 3 i u Tabeli 4 je dat uporedni prikaz rezultata 
numerikih simulacija. U svim sluajevima, najvea 
koncentracija se javlja u oblasti izmeu kraja Zaliva 
(prevlaka Savskog jezera) i uša Topiderske reke. Sa 
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poveanjem kapaciteta pumpne stanice, koncentracije 
zagaenja se osetno smanjuju, što se moglo i oekivati. To 
smanjenje se najbolje može uoiti po smanjenju zone 
uticaja Topiderske reke. Najvee promene su u 
neposrednoj okolini ispusta, a najmanje u zoni uša 
Topiderske reke. Ve pri protoku pumpi od 3.5 m3/s ova 
zona je znatno manja od one koja odgovara postojeem 
kapacitetu pumpne stanice. 
 
Tabela 4. Koncentracije zagaenja u Zalivu  









1.5 14.2 48.2 58.1 
2.0 12.8 48.0 58.0 
2.5 10.3 47.2 57.3 
3.0 8.0 45.4 55.7 
3.5 6.5 45.1 55.5 




Simulacija transporta zagaenja pomou numerikog 
modela omoguava detaljniju analizu mera se koje 
mogu primeniti za poboljšanje kvaliteta vode. Navedeni 
primer, koji se odnosi na ispiranje zaliva, ilustruje mo-
gunosti numerikih modela. Primenom ovakvih mo-
dela, dobijaju se korisne informacije koje mogu poslu-
žiti kao osnova za naredne faze projektovanja. Budui 
da se u narednom periodu oekuje sve vei broj proje-
kata koji se bave problemima kvaliteta voda prirodnih 
vodotoka, autori su mišljenja da se primenom ovakvih 
modela može poboljšati kvalitet projekata vezanih za 
ouvanje i obnavljanje životne sredine. 
 
* * * 
 
Rezultati objavljeni u ovom radu su plod istraživanja 
izvršenih tokom realizacije projekta Nacionalnog 
programa za uredenje, zaštitu i korišcenje voda u Srbiji: 
"Unapredenje metodologije za efikasno praenje i 
upravljanje kvalitetom voda u vodotocima", koje je 
finansijski podržalo Ministarstvo za nauku i zaštitu 
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Slika 3. Uticaj kapaciteta pumpi na kvalitet vode u ukarikom zalivu (srednje vode reke Save) 
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Contamination of river waters in terms of scale, 
intensity, and duration, cause such severe problems that 
application of conventional engineering methods for 
environmental remediation projects is no longer 
adequate, and much more thorough hydraulic analysis, 
based on Computational Hydraulics, is required.  
Possibilities of such an approach are illustrated by a 
case study - remediation of the Cukarica Bay on the 
Sava River in Belgrade. Measures, such as flushing of 
the Bay, have been studied by numerical simulations, 
using two-dimensional finite-element model. By 
studying physical processes in detail, it was possible to 
draw many useful conclusions, and to make   
appropriate recommendations to investors and working 
operative. 
 
Key words: 2D numerical model,  water quality model, 
finite-element method 
 
Redigovano 14.05.2007. 
